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2021 年第八届鹏程杯数学邀请赛（决赛）试题卷 

初中一年级组 

考试时间：10:00-11:40     满分：150 分 

考试说明 

（1）本试卷包括 12 道填空题、5 道解答题。 

（2）填空题答案不完整则不得分，解答题按评分标准酌情给分。 

（3）需在答题卡上作答，写在试题卷上不得分。 

一、填空题（每小题 7 分，共 84 分） 

1. 已知2𝑥 + 5𝑦 − 3 = 0，则4𝑥 ⋅ 32𝑦 =_____________． 

2. 如图，两个正方形边长分别为𝑎、𝑏，且满足𝑎 + 𝑏 = 10，𝑎𝑏 = 12，图中阴影部分的面积为_____________． 

 

 

3. 如图是5 × 5的正方形网格，△ 𝐴𝐵𝐶的顶点都在小正方形的顶点上，像△ 𝐴𝐵𝐶这样的三角形叫格点

三角形．画与△ 𝐴𝐵𝐶有一条公共边且全等的格点三角形，这样的格点三角形最多可以画_____________个． 

4. 设𝑀 = 2𝑛 + 28 + 1（𝑛为整数），若𝑀为某个有理数的平方，则𝑛的取值为_____________． 

5. 若(𝑥 + 1)(𝑥2 − 5𝑎𝑥 + 𝑎)的积中不含𝑥2项，则(−5𝑎)3 ÷ (−𝑎2) = _____________.  

6. 上图中有_____________对同位角。（其中𝑎//𝑏） 

7. 已知△ 𝐴𝐵𝐶中，𝐴𝐵 = 5，𝐴𝐶 = 3，𝐴𝐷是△ 𝐴𝐵𝐶的中线，设𝐴𝐷长为𝑚，则𝑚的取值范围是_____________． 

8. 三边长均为整数的三角形周长为 50，其最长边是最短边的 2 倍长，则最短边长是_____________.  

9. 已知一直角三角形有一条直角边为 12，另外两边长均为整数，则这样的三角形有_____________个.  

10. 已知有理数𝑎、𝑏、𝑐满足𝑎 + 𝑏 = 6，𝑎𝑏 − 𝑐2 = 9，则(𝑎 − 𝑏 − 2)3𝑎+𝑏+𝑐−1 + 8𝑏 + 3 =_____________.  

11. 已知关于𝑥的方程|𝑥 − 1| + |𝑥 − 3| = 𝑎有且只有两个解，则𝑎的取值范围是_____________.  

12. 如图，在四边形𝐴𝐵𝐶𝐷中，𝐴𝐵 = 𝐵𝐷，∠𝐵𝐷𝐴 = 45°，𝐵𝐶 = 2，若𝐵𝐷 ⊥ 𝐶𝐷

于点𝐷，则对角线𝐴𝐶的最大值为_____________． 

 

二、解答题：（第 13 至 16 题，每小题 12 分，第 17 题 18 分，共 66 分） 

13. 如图，公路𝑀𝑁和公路𝑃𝑄在𝑃点处交汇，点𝐴处有一所中学，𝐴𝑃 = 160米，∠𝑁𝑃𝑄 = 30°，假使拖

拉机行驶时周围 100 米以内会受到噪音影响，那么拖拉机在公路𝑀𝑁上沿𝑃𝑁方向行驶时学校是否会受到影

响，请说明理由；如果受到影响，已知拖拉机的速度是 5 米/秒，那么学校受到的影响的时间为多少秒？ 

 

 

 

 

14. 用正方形硬纸板做三棱柱盒子，每个盒子由 3 个长方形侧面和 2 个正三角形底面组成．硬纸板以

如图两种方法裁剪（裁剪后边角料不再利用）． 

  𝐴 方法：剪 6 个侧面；          

𝐵 方法：剪 4 个侧面和 5 个底面． 

 

现有 19 张硬纸板，裁剪时𝑥张用𝐴方法，其余用𝐵方法． 

（1）分别求裁剪出的侧面和底面的个数（用𝑥的代数式表示）； 

（2）若裁剪出的侧面和底面恰好全部用完，问能做多少个盒子？ 

 

15. 如图，在△ 𝐴𝐵𝐶中，𝐴𝐵 = 𝐵𝐶，∠𝐴𝐵𝐶 = 90°，𝐸是边𝐴𝐵上一点，𝐵𝐸 = 2，𝐴𝐸 = 3𝐵𝐸，𝑃是𝐴𝐶上一

动点，求𝑃𝐵 + 𝑃𝐸的最小值． 

 

 

 

16. 已知关于𝑥的多项式𝑓(𝑥)除以𝑥 − 2，余数为 7；𝑓(𝑥)除以𝑥 − 3，余数为 9，求多项式𝑓(𝑥)除以(𝑥 −

2)(𝑥 − 3)的余式。 

 

17. 如图△ 𝐴𝐵𝐶中，∠𝐶𝐴𝐵 = ∠𝐶𝐵𝐴 = 45°，点𝐸为𝐵𝐶的中点，𝐶𝑁 ⊥ 𝐴𝐸交𝐴𝐵于𝑁． 

（1）求证：∠1 = ∠2；   

（2）求证：𝐴𝐸 = 𝐶𝑁 + 𝐸𝑁． 

 

第 2 题图 第 3 题图 
第 6 题图 

第 12 题图 

第 13 题图 

第 14 题图 

第 15 题图 

第 17 题图 
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2021 年第八届鹏程杯数学邀请赛（决赛）答案 

初中一年级组 

考试时间：10:00-11:40     满分：150 分 

考试说明 

（1）本试卷包括 12 道填空题、5 道解答题。 

（2）填空题答案不完整则不得分，解答题按评分标准酌情给分。 

（3）需在答题卡上作答，写在试题卷上不得分。 

一、填空题（每小题 7 分，共 84 分） 

1. 已知2𝑥 + 5𝑦 − 3 = 0，则4𝑥 ⋅ 32𝑦 =_____________． 

【答案】：8 

【解析】:因为2𝑥 + 5𝑦 − 3 = 0,得 2𝑥 + 5𝑦 = 3 

4𝑥 ∙ 32𝑦 = 22𝑥 ∙ 25𝑦 = 22𝑥+5𝑦 = 23 = 8 

 

2. 如图，两个正方形边长分别为𝑎、𝑏，且满足𝑎 + 𝑏 = 10，𝑎𝑏 = 12，图中阴影部分的面积为_____________． 

【答案】：32 

【解析】：因为 a+b=10，ab=12. 

两个正方形面积之和为 

𝑆总 = 𝑎2 + 𝑏2 = (𝑎 + 𝑏)2 − 2𝑎𝑏 

            =102 − 2 × 12 

            = 76 

𝑆阴影 = 𝑆总 − 𝑆∆𝐵𝐹𝐺 − 𝑆∆𝐴𝐵𝐷 

    = 76 −
1

2
× (𝑎 + 𝑏) × 𝑏 −

1

2
𝑎2 

    = 76 −
1

2
(𝑎𝑏 + 𝑎2 + 𝑏2) 

    = 76 −
1

2
× (12 + 76) 

    = 32 

 

3. 如图是5 × 5的正方形网格，△ 𝐴𝐵𝐶的顶点都在小正方形的顶点上，像△ 𝐴𝐵𝐶这样的三角形叫格点

三角形．画与△ 𝐴𝐵𝐶有一条公共边且全等的格点三角形，这样的格点三角形最多可以画_____________个． 

【答案】：6 

【解析】：如图.以𝐵𝐶为公共边可画出∆𝐵𝐷𝐶, ∆𝐵𝐸𝐶, ∆𝐵𝐹𝐶三个三角形和原三角形全等。 

以𝐴𝐵为公共边可画出三个三角形∆𝐴𝐵𝐺, ∆𝐴𝐵𝑀, ∆𝐴𝐵𝐻和原三角形全等。所以最多可画 6 个 

 

4. 设𝑀 = 2𝑛 + 28 + 1（𝑛为整数），若𝑀为某个有理数的平方，则𝑛的取值为_____________． 

【答案】：14 或 5 或 10−  

【解析】：分类讨论①  2𝑛 + 28 + 1 = 28 + 2 • 24 × 1 + 12 = (24 + 1)2，𝑛 = 4 + 1 = 5 

②  2𝑛 + 28 + 1 = 2𝑛 + 2 • 27 + 12 = (27 + 1)2，𝑛 = 2 × 7 = 14 

③  2𝑛 + 28 + 1 = (24)2 + 2 × 24 × 2−5 + (2−5)2 = (24 + 2−5)2，𝑛 = −10 

       故𝑛 = 5或 14 或−10 

 

5. 若(𝑥 + 1)(𝑥2 − 5𝑎𝑥 + 𝑎)的积中不含𝑥2项，则(−5𝑎)3 ÷ (−𝑎2) = _____________.  

【答案】：25 

【解析】：(𝑥 + 1)(𝑥2 − 5𝑎𝑥 + 𝑎)的积中不含𝑥2项，可知 − 5𝑎 + 1 = 0，𝑎 =
1

5
 

(−5𝑎)3 ÷ (−𝑎2) = (−125𝑎3) ÷ (−𝑎2) = 125𝑎 = 125 ×
1

5
= 25 

 

6. 图中有_____________对同位角。（其中𝑎//𝑏） 

【答案】：32 

【解析】：分类讨论 

要得到同位角，必是两条直线被第三条所截得到， 

图中只有 8 种情形得到 

①直线𝑎、𝑏被 c 所截    ②直线 a、b 被 d 所截 

③直线𝑎、𝑐被 d 所截    ④直线 a、d 被 c 所截 

⑤直线𝑏、𝑐被 d 所截    ⑥直线 b、d 被 c 所截 

⑦直线𝑐、𝑑被 a 所截    ⑧直线 c、d 被 b 所截 

第 2 题图 

第 3 题图 

第 6 题图 
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每种情形都得到4对同位角，共4 × 8 = 32（对） 

 

7. 已知△ 𝐴𝐵𝐶中，𝐴𝐵 = 5，𝐴𝐶 = 3，𝐴𝐷是△ 𝐴𝐵𝐶的中线，设𝐴𝐷长为𝑚，则𝑚的取值范围是_____________． 

【答案】：1 < 𝑚 < 4 

【解析】：延长𝐴𝐷至𝐸，使𝐴𝐷 = 𝐷𝐸. 连接𝐶𝐸. 𝐴𝐸 = 2𝑚. 

易证 ∆𝐴𝐵𝐷 ≅ ∆𝐸𝐶𝐷(𝑆𝐴𝑆).故𝐴𝐵 = 𝐶𝐸 = 5 

在∆𝐴𝐶𝐸中. 5 − 3 < 2𝑚 < 5 + 3 故 1 < 𝑚 < 4 

 

 

8. 三边长均为整数的三角形周长为 50，其最长边是最短边的 2 倍长，则最短边长是_____________.  

【答案】：10 或 11 或 12 

【解析】：设最短为𝑥,最长边为 2𝑥, 2𝑥 − 𝑥 < 第三边 < 2𝑥 + 𝑥.且第三边 ≤ 2𝑥.  

𝑥 < 第三边 ≤ 2𝑥.   50 ÷ (1 + 1 + 2) = 12.5   50 ÷ (1 + 2 + 2) = 10 

经验证𝑥 = 10 或 11 或 12 

 

9. 已知一直角三角形有一条直角边为 12，另外两边长均为整数，则这样的三角形有_____________个. 

【答案】：4 

【解析】：设另两条边长分别为𝑎、𝑏.     𝑎、𝑏为正整数 

由勾股定理得 𝑏2 − 𝑎2 = 122 = 144 

(𝑏 + 𝑎)(𝑏 − 𝑎) = 144 = 1 × 144 = 2 × 72 = 3 × 48 = 4 × 36 = 6 × 24 

= 8 × 18 = 9 × 16 = 12 × 12 

由题意 𝑎、𝑏为正整数，𝑎 + 𝑏 > 𝑏 − 𝑎，知只能以下情形成立 

{
𝑏 + 𝑎 = 72
𝑏 − 𝑎 = 2

 或 {
𝑏 + 𝑎 = 36
𝑏 − 𝑎 = 4

 或 {
𝑏 + 𝑎 = 24
𝑏 − 𝑎 = 6

 或 {
𝑏 + 𝑎 = 18
𝑏 − 𝑎 = 8

 

解得   {
𝑏 = 37
𝑎 = 35

 或 {
𝑏 = 20
𝑎 = 16

 或 {
𝑏 = 15
𝑎 = 9

 或 {
𝑏 = 13
𝑎 = 5

  

这样的三角形有4个  

 

10. 已知有理数𝑎、𝑏、𝑐满足𝑎 + 𝑏 = 6，𝑎𝑏 − 𝑐2 = 9，则(𝑎 − 𝑏 − 2)3𝑎+𝑏+𝑐−1 + 8𝑏 + 3 =_____________.  

【答案】：−2021 

【解析】：由𝑎 + 𝑏 = 6，𝑎𝑏 − 𝑐2 = 9 知 𝑏 = 6 − 𝑎 

𝑎(6 − 𝑎) − 𝑐2 = 9 

6𝑎 − 𝑎2 − 𝑐2 = 9 

𝑎2 − 6𝑎 + 9 + 𝑐2 = 0 

(𝑎 − 3)2 + 𝑐2 = 0    得 𝑎 = 3.   𝑐 = 0.   𝑏 = 6 − 3 = 3 

(𝑎 − 𝑏 − 2)3𝑎+𝑏+𝑐−1 + 8𝑏 + 3 = (3 − 3 − 2)3×3+3+0−1 + 8 × 3 + 3 

                                                           = (−2)11 + 27 

                                                           = −2021 

 

11. 已知关于𝑥的方程|𝑥 − 1| + |𝑥 − 3| = 𝑎有且只有两个解，则𝑎的取值范围是_____________.  

【答案】：𝑎 > 2 

【解析】：设 𝑦 = |𝑥 − 1| + |𝑥 − 3|， 

①当𝑥 ≤ 1 时，𝑦 = 1 − 𝑥 + 3 − 𝑥 = −2𝑥 + 4， 

②当 1 < 𝑥 < 3 时，𝑦 = 𝑥 − 1 + 3 − 𝑥 = 2， 

③当𝑥 ≥ 3 时，𝑦 = 𝑥 − 1 + 𝑥 − 3 = 2𝑥 − 4， 

 

由图像可知，𝑎 > 2， 

 

12. 如图，在四边形𝐴𝐵𝐶𝐷中，𝐴𝐵 = 𝐵𝐷，∠𝐵𝐷𝐴 = 45°，𝐵𝐶 = 2，若𝐵𝐷 ⊥ 𝐶𝐷

于点𝐷，则对角线𝐴𝐶的最大值为_____________． 

【答案】：1 + √5 

【解析】：作𝐵𝐸 ⊥ 𝐵𝐶且𝐵𝐸 = 𝐵𝐶 

证明：△ 𝐴𝐵𝐶 ≅△ 𝐷𝐵𝐸，得到 𝐴𝐶 = 𝐷𝐸 

取𝐵𝐶的中点𝐹、连 DF，EF，则𝐷𝐹 + 𝐸𝐹 ≥ 𝐷𝐸 

所以𝐷𝐸 ≤ 1 + √5 

 

 

 

 

 

二、解答题：（第 13 至 16 题，每小题 12 分，第 17 题 18 分，共 66 分） 

第 12 题图 
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13. 如图，公路𝑀𝑁和公路𝑃𝑄在𝑃点处交汇，点𝐴处有一所中学，𝐴𝑃 = 160

米，∠𝑁𝑃𝑄 = 30°，假使拖拉机行驶时周围 100 米以内会受到噪音影响，那么

拖拉机在公路𝑀𝑁上沿𝑃𝑁方向行驶时学校是否会受到影响，请说明理由；如

果受到影响，已知拖拉机的速度是 5 米/秒，那么学校受到的影响的时间为多

少秒？ 

【解析】：作𝐴𝐻 ⊥ 𝑀𝑁于 H，如图，在𝑅𝑡 △ 𝐴𝑃𝐻中， 

           ∠𝐻𝑃𝐴 = 30°， 

        𝐴𝐻 =
1

2
𝐴𝑃 =

1

2
× 160 = 80， 

        而80 < 100， 

     拖拉机在公路 MN 上沿 PN 方向行驶时学校会受到影响； 

      以 A 为圆心，100 为半径画弧交 MN 于 B、C，如图，则𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 = 100， 

      而𝐴𝐻 ⊥ 𝐵𝐶， 

         𝐵𝐻 = 𝐶𝐻， 

        在𝑅𝑡 △ 𝐴𝐵𝐻中，𝐵𝐻 = √1002 − 802 = 60， 

         𝐵𝐶 = 2𝐵𝐻 = 120， 

        学校受到的影响的时间=
120

5
= 24(秒)． 

 

14. 用正方形硬纸板做三棱柱盒子，每个盒子由 3 个长方形侧面和 2 个正三角形底面组成．硬纸板以

如图两种方法裁剪（裁剪后边角料不再利用）． 

  𝐴 方法：剪 6 个侧面；          

𝐵 方法：剪 4 个侧面和 5 个底面． 

 

现有 19 张硬纸板，裁剪时𝑥张用𝐴方法，其余用𝐵方法． 

（1）分别求裁剪出的侧面和底面的个数（用𝑥的代数式表示）； 

（2）若裁剪出的侧面和底面恰好全部用完，问能做多少个盒子？ 

【解析】：（1）  裁剪时 x张用 A 方法， 

∴ 裁剪时(19 − 𝑥)张用 B 方法． 

      侧面的个数为：6𝑥 + 4(19 − 𝑥) = (2𝑥 + 76)个， 

       底面的个数为：5(19 − 𝑥) = (95 − 5𝑥)个； 

 

（2）由题意，得(2𝑥 + 76)：(95 − 5𝑥) = 3：2， 

      解得：𝑥 = 7， 

 盒子的个数为：
2×7+76

3
= 30． 

答：裁剪出的侧面和底面恰好全部用完，能做 30 个盒子． 

 

15. 如图，在△ 𝐴𝐵𝐶中，𝐴𝐵 = 𝐵𝐶，∠𝐴𝐵𝐶 = 90°，𝐸是边𝐴𝐵上一点，

𝐵𝐸 = 2，𝐴𝐸 = 3𝐵𝐸，𝑃是𝐴𝐶上一动点，求𝑃𝐵 + 𝑃𝐸的最小值． 

【解析】：作 B 关于 AC 的对称点 D，连接 AD，ED，则 ED 交于 AC

于点 P，此时𝑃𝐵 + 𝑃𝐸最小， 

      则𝑃𝐵 = 𝑃𝐷，∠𝐵𝐴𝐶 = ∠𝐷𝐴𝐶，𝐴𝐷 = 𝐴𝐵， 

      在△ 𝐴𝐵𝐶中，𝐴𝐵 = 𝐵𝐶，∠𝐴𝐵𝐶 = 90°， 

     ∠𝐵𝐴𝐶 = 45°， 

     ∠𝐷𝐴𝐶 = ∠𝐵𝐴𝐶 = 45°， 

      ∠𝐵𝐴𝐷 = 90°， 

      𝐵𝐸 = 2，𝐴𝐸 = 3𝐵𝐸， 

      𝐴𝐸 = 6，𝐴𝐵 = 𝐴𝐸 + 𝐵𝐸 = 8， 

       𝐷𝐸 = √𝐴𝐸2 + 𝐴𝐷2 = 10， 

         𝑃𝐵 + 𝑃𝐸 = 𝑃𝐷 + 𝑃𝐸 = 𝐷𝐸 = 10． 

 

16. 已知关于𝑥的多项式𝑓(𝑥)除以𝑥 − 2，余数为 7；𝑓(𝑥)除以𝑥 − 3，余数为 9，求多项式𝑓(𝑥)除以(𝑥 −

2)(𝑥 − 3)的余式。 

【解析】：设余式为𝑎𝑥 + 𝑏，则𝑓(𝑥) = (𝑥 − 2)(𝑥 − 3)𝑔(𝑥) + 𝑎𝑥 + 𝑏， 

由已知得𝑓(2) = 7，𝑓(3) = 9 

所以{
2𝑎 + 𝑏 = 7
3𝑎 + 𝑏 = 9

       解得{
𝑎 = 2
𝑏 = 3

 

所以余式为2𝑥 + 3 

 

 

17. 如图△ 𝐴𝐵𝐶中，∠𝐶𝐴𝐵 = ∠𝐶𝐵𝐴 = 45°，点𝐸为𝐵𝐶的中点，𝐶𝑁 ⊥ 𝐴𝐸交𝐴𝐵于𝑁． 

（1）求证：∠1 = ∠2；   
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（2）求证：𝐴𝐸 = 𝐶𝑁 + 𝐸𝑁． 

【解析】：证明：（1） ∠𝐶𝐴𝐵 = ∠𝐶𝐵𝐴 = 45°，  ∠𝐴𝐶𝐵 = 90°， 

𝐶𝑁 ⊥ 𝐴𝐸， ∠𝐶𝑂𝐸 = 90°， 

   ∠𝐶𝐸𝐴 + ∠1 = 90°，∠𝐶𝐸𝐴 + ∠2 = 90°， ∠1 = ∠2； 

（2）延长 CN 至 F，使𝐶𝐹 = 𝐴𝐸，连接 BF，如下图所示， 

由（1）可知：∠1 = ∠2，𝐶𝐹 = 𝐴𝐸， 

∠𝐶𝐴𝐵 = ∠𝐶𝐵𝐴 = 45°， 𝐴𝐶 = 𝐵𝐶， 

在△ 𝐶𝐴𝐸和△ 𝐵𝐶𝐹中，{
𝐴𝐶 = 𝐶𝐵  
∠1 = ∠2
𝐴𝐸 = 𝐶𝐹

， 

 △ 𝐶𝐴𝐸≌△ 𝐵𝐶𝐹(𝑆𝐴𝑆)， ∠𝐴𝐶𝐸 = ∠𝐶𝐵𝐹 = 90°，𝐶𝐸 = 𝐵𝐹， 

∠𝐶𝐵𝐴 = 45°， ∠𝐹𝐵𝑁 = 45° = ∠𝐸𝐵𝑁， 

𝐸为 BC 中点， 𝐶𝐸 = 𝐵𝐸 = 𝐵𝐹， 

在△ 𝐸𝐵𝑁和△ 𝐹𝐵𝑁中，{
𝐵𝐸 = 𝐵𝐹 

∠𝐸𝐵𝑁 = ∠𝐹𝐵𝑁 
𝐵𝑁 = 𝐵𝑁

， 

 △ 𝐸𝐵𝑁≌△ 𝐹𝐵𝑁(𝑆𝐴𝑆)， 𝑁𝐸 = 𝑁𝐹，   𝐴𝐸 = 𝐶𝑁 + 𝐸𝑁． 
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