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2021 年第八届鹏程杯数学邀请赛（决赛）试题卷 

初中二年级组 

考试时间：10:00-11:40     满分：150 分 

考试说明 

（1）本试卷包括 12 道填空题、5 道解答题。 

（2）填空题答案不完整则不得分，解答题按评分标准酌情给分。 

（3）需在答题卡上作答，写在试题卷上不得分。 

一、填空题（每小题 7 分，共 84 分） 

1．把
1

5000000
用科学记数法表示为                   ． 

2．计算：√(1 − √2)
2

+ (𝜋 − 3.14)0 − 3√1
2
的结果是              ． 

3． 若10232 − 2046 × 23 + 232 = 𝑘 + 9992 − 1，则𝑘的值是              ． 

4．若 x 是最接近√5的整数，则
𝑥2−1

𝑥2+𝑥
÷ (𝑥 −

2𝑥−1

𝑥
) =              ． 

5．不等式组{
5𝑥 − 1 < 3(𝑥 + 1)
2𝑥−1

3
−

5𝑥+1
2

≤ 1
的整数解中，最小值与最大值之和为                ． 

6．分式方程
𝑥−3

𝑥
− 1 =

2

𝑥−3
的解为             ． 

7．如图所示，□𝐴𝐵𝐶𝐷中，∠𝐵𝐴𝐷的平分线交𝐵𝐶边于点𝑀，而𝑀𝐷平分∠𝐴𝑀𝐶，若∠𝑀𝐷𝐶 = 45°，则

∠𝐴𝐵𝐶 =                ． 

 

 

 

 

 

8．如图，在△ 𝐴𝐵𝐶中，∠𝐴 = 30°，∠𝐶 = 45°，𝐵𝐶 = 2，𝐵𝐶边的垂直平分线分别交𝐵𝐶、𝐴𝐶于点𝐷、𝐸，

则𝐴𝐸长为            ． 

 

9．在平面直角坐标系中，𝑂（0，1）、𝐴（3，0）、𝐵（5，3），点 C 在一象限，若以𝑂、𝐴、𝐵、𝐶为

顶点的四边形为平行四边形，则所有符合条件的点𝐶的坐标为                 ． 

10．如图，将边长为 4 的等边△ 𝐴𝐵𝐶沿射线𝐵𝐶平移得到△ 𝐷𝐸𝐹，点𝑀，𝑁分别为𝐴𝐶，𝐷𝐹中点，点𝑃是

线段𝑀𝑁的中点，连接𝑃𝐴，𝑃𝐶．当△ 𝐴𝑃𝐶为直角三角形时，𝐵𝐸 =                 ． 

11．定义一种对正整数𝑛的“𝐹运算”：①当𝑛为奇数时，结果为3𝑛 + 5；②当𝑛为偶数时，结果为
𝑛

2𝐾

（其中𝑘是使
𝑛

2𝐾
为奇数的最小正整数），并且运算重复进行．例如：取𝑛 = 26，则运算过程如图，那么当

𝑛 = 9时，第 2022 次“𝐹运算”的结果是            ． 

 

 

12．如图，已知点𝐴（1，4），点𝐵（3，5），在 y 轴上取一点𝐶，连接𝐴𝐶，

将线段𝐴𝐶绕点𝐶顺时针旋转90°到𝐶𝐷，连接𝐴𝐷，𝐵𝐷，当𝐴𝐷 + 𝐵𝐷取最小值时，

点𝐶的坐标是            ． 

 

 

二、解答题（共 5 题，13-16 每小题 12 分，17 题 18 分，合计 66 分） 

13．小知识：关于𝑥的方程(𝑥 − 𝑚)(𝑥 − 𝑛) = 0（𝑚 ≠ 𝑛）有两个不相等实数根𝑥1 = 𝑚, 𝑥2 = 𝑛．例如，

方程(𝑥 − 4)(𝑥 + 2) = 0的根为𝑥1 = 4, 𝑥2 = −2． 

（1）解关于𝑥的方程𝑥 +
𝑎𝑏
𝑥

= 𝑎 + 𝑏，其中 a，b 是两个不相等的非零常数； 

（2）应用（1）的结论解关于𝑥的方程2𝑥 +
𝑛2+𝑛−2

2𝑥+1
= 2𝑛，其中𝑛 ≥ 2． 

 

14．疫情期间，某企业每日需向疫情严重的地区捐赠 20 万只口罩．该企业原口罩日产量为 40 万只，

经政府出资两次加大设备投入后，日产量提升为 90 万只．每日用于销售的口罩当日全部售出，且每只口

罩的成本和销售单价始终不变．该企业原来每日亏损 4 万元，加大设备投入后，每日盈利 11 万元． 

（1）求两次口罩日产量的平均增长率； 

（2）求每只口罩的成本和单价； 

（3）该企业将每天生产的口罩达成 90 包（每包 1 万只），现从捐赠和自行销售的口罩中分别抽取若

干包（抽取包数为整数）以成本价支持本地防疫工作，企业规定口罩捐赠量高于自行销售量的
1

3
．若企业每

日仍盈利 4 万元，则从捐赠和自行销售的口罩中各抽取多少包？ 

 

15．如图 1 所示将一块等腰三角板𝐵𝑀𝑁放置与正方形𝐴𝐵𝐶𝐷的∠𝐵重合，连接𝐴𝑁、𝐶𝑀，E 是𝐴𝑁的中

点，连接𝐵𝐸． 

第 7题图 第 8题图 第 10题图 

第 11题图 

第 12题图 
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（1）观察猜想：𝐶𝑀与 𝐵𝐸 的数量关系是________，𝐶𝑀与𝐵𝐸的位置关系是___________； 

（2）探究证明：如图 2 所示，把三角板𝐵𝑀𝑁绕点 B 逆时针旋转𝛼(0° < 𝛼 < 90°)，其他条件不变，线

段𝐶𝑀与𝐵𝐸的关系是否仍然成立，并说明理由； 

（3）拓展延伸：若旋转角𝛼 = 45°，且∠𝑁𝐵𝐸 = 2∠𝐴𝐵𝐸，求
𝐵𝐶

𝐵𝑁
的值． 

 

16．介绍一个“能被 13 整除的数的特征”的小知识：一个多位数𝑚（数位大于或等于 4）的末三位数

与末三位数以前的数字所组成的数之差记为𝐹(𝑚)，如果𝐹(𝑚)能被 13 整除，那么这个多位数就一定能被

13 整除，如果𝐹(𝑚)不能被 13 整除，那么这个多位数就不能被 13 整除． 

例如数字 160485，因为𝐹(160485) = 485 − 160 = 325，325 ÷ 13 = 25，所以𝐹(160485)能被 13 整

除，所以 160485 也能被 13 整除． 

（1）试用上述方法判断 16133 能否被 13 整除．  

（2）若𝑚，𝑛均为 13 的倍数，且𝑚 = 1020 + 101𝑎，𝑛 = 1000𝑏 + 𝑐 + 230，（0 ≤ 𝑎 ≤ 9，1 ≤ 𝑏 ≤ 9，

0 ≤ 𝑐 ≤ 9，且𝑎，𝑏，𝑐均为整数）．规定𝐾(𝑚, 𝑛) =
𝑎+𝑏

𝑐
，当

𝐹(𝑚)

13
+

𝐹(𝑛)

13
= 35时，求𝐾(𝑚, 𝑛)的最大值． 

 

17．在平面直角坐标系中，𝑂为坐标原点，直线𝑦 = 𝑥 + 6交 x 轴的负半轴于点𝐴，交𝑦轴的正半轴于点

𝐵，点𝐶在𝑥轴的正半轴上，
𝐵𝑂

𝑂𝐶
= 3． 

 

（1）如图 1，求直线𝐵𝐶的解析式； 

（2）如图 2，点𝐷在第四象限的直线𝐵𝐶上，𝐷𝐸 ⊥ 𝐴𝐵于点𝐸，𝐷𝐸 = 𝐴𝐵，求点𝐷的坐标； 

（3）如图 3，在（2）的条件下，点𝐹在线段𝑂𝐴上，点𝐺在线段𝑂𝐵上，射线𝐹𝐺交直线𝐵𝐶于点𝐻，若

∠𝐹𝐺𝑂 = 2∠𝐴𝐸𝐹，𝐹𝐺 = 5，求点𝐻的坐标． 

 

第 15题图 

第 17题图 
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2021 年第八届鹏程杯数学邀请赛（决赛）答案 

初中二年级组 

考试时间：10:00-11:40     满分：150 分 

考试说明 

（1）本试卷包括 12 道填空题、5 道解答题。 

（2）填空题答案不完整则不得分，解答题按评分标准酌情给分。 

（3）需在答题卡上作答，写在试题卷上不得分。 

一、填空题（每小题 7 分，共 84 分） 

1．把
1

5000000
用科学记数法表示为                   ． 

【答案】：2 × 10−7  

【解析】：
1

5000000
= 0.0000002 = 2 × 10−7 

 

2．计算：√(1 − √2)
2

+ (𝜋 − 3.14)0 − 3√1
2
的结果是              ． 

【答案】：−
√2
2

 

【解析】：√(1 − √2)
2

+ (𝜋 − 3.14)0 − 3√1
2

= √2 − 1 + 1 −
3√2

2
= −

√2
2

 

 

3． 若10232 − 2046 × 23 + 232 = 𝑘 + 9992 − 1，则𝑘的值是              ． 

【答案】：2000 

【解析】：∵10232 − 2046 × 23 + 232 = 10232 − 2 × 1023 × 23 + 232 = (1023 − 23)2 = 10002， 

∴𝑘 = 10002 − 99992 + 1 = （1000 + 999） × （1000 − 999） + 1 = 1999 + 1 = 2000． 

 

4．若 x 是最接近√5的整数，则
𝑥2−1

𝑥2+𝑥
÷ (𝑥 −

2𝑥−1

𝑥
) =              ． 

【答案】：1 

【解析】：原式=
(𝑥+1)(𝑥−1)

𝑥(𝑥+1)
÷

𝑥2−2𝑥+1
𝑥

=
𝑥−1

𝑥
⋅ 𝑥

(𝑥−1)
2 =

1
𝑥−1. 因为𝑥取最接近√5的整数，所以

𝑥 = 2. 当𝑥 = 2时，原式=
1

2−1
= 1． 

 

5．不等式组{
5𝑥 − 1 < 3(𝑥 + 1)
2𝑥−1

3
−

5𝑥+1
2

≤ 1
的整数解中，最小值与最大值之和为                ． 

【答案】：0 

【解析】：{
5𝑥 − 1 < 3(𝑥 + 1)①

2𝑥−1
3

−
5𝑥+1

2
≤ 1②

，由①得：𝑥 < 2，由②得：𝑥 ≥ ﹣1，则不等式组的解集为 

−1 ≤ 𝑥 < 2．所以整数解中最小值为−1，最大值为 1，其和为 0 

 

6．分式方程
𝑥−3

𝑥
− 1 =

2

𝑥−3
的解为             ． 

【答案】：𝑥 =
9
5

 

【解析】：去分母得：(𝑥 − 3)2 − 𝑥(𝑥 − 3) = 2𝑥，整理得：𝑥2 − 6𝑥 + 9 − 𝑥2 + 3𝑥 = 2𝑥，解得：𝑥 =

9
5
，检验：把𝑥 =

9
5
代入得：𝑥(𝑥 − 3) =

9
5

× (−
6
5

) = −
54
25

≠ 0，则𝑥 =
9
5
是分式方程的解． 

 

7．如图所示，□𝐴𝐵𝐶𝐷中，∠𝐵𝐴𝐷的平分线交𝐵𝐶边于点𝑀，而𝑀𝐷平分

∠𝐴𝑀𝐶，若∠𝑀𝐷𝐶 = 45°，则∠𝐴𝐵𝐶 =                ． 

【答案】：120° 

【解析】：设∠𝐵𝐴𝐷 = 2𝑥°，∵AM 平分∠𝐵𝐴𝐷，∴∠𝑀𝐴𝐷 = 𝑥°， 

在▱𝐴𝐵𝐶𝐷中，𝐵𝐶//𝐴𝐷，∠𝐶 = ∠𝐵𝐴𝐷 = 2𝑥°，∴∠𝐵𝑀𝐴 = ∠𝑀𝐴𝐷 = 𝑥°， 

∴∠𝐶𝑀𝐷 =
180°−𝑥°

2
= 90° −

1
2

𝑥°，在△ 𝐶𝐷𝑀中， ∠𝐶 + ∠𝐶𝐷𝑀 + ∠𝐶𝑀𝐷 = 180°，∠𝑀𝐷𝐶 = 45°， 

∴2𝑥 + 45 + 90 +
1
2

𝑥 = 180，∴𝑥 = 30，∴2𝑥 = 60，即∠𝐵𝐴𝐷 = 60°，又∵𝐵𝐶//𝐴𝐷， 

∴∠𝐴𝐵𝐶 = 180° − ∠𝐵𝐴𝐷 = 120° 

 

 

8．如图，在△ 𝐴𝐵𝐶中，∠𝐴 = 30°，∠𝐶 = 45°，𝐵𝐶 = 2，𝐵𝐶边的垂直平分线

分别交𝐵𝐶、𝐴𝐶于点𝐷、𝐸，则𝐴𝐸长为            ． 

【答案】：√6 

【解析】：连接 EB，∵𝐸𝐷是𝐵𝐶边的垂直平分线，∴𝐸𝐵 = 𝐸𝐶， 

𝐵𝐷 = 𝐷𝐶 =
1
2

𝐵𝐶 = 1，∴∠𝐸𝐵𝐶 = ∠𝐶 = 45°，∴∠𝐴𝐸𝐵 = 90°， 

在𝑅𝑡 △ 𝐸𝐷𝐶中，∠𝐶 = 45°，∴𝐸𝐶 = √2，∴𝐸𝐵 = √2，在𝑅𝑡 △ 𝐴𝐸B 中，∠𝐴 =

30°，∴𝐴𝐸 = √3𝐵𝐸 = √6． 

 

 

9．在平面直角坐标系中，𝑂（0，1）、𝐴（3，0）、𝐵（5，3），点 C 在一象限，若以𝑂、𝐴、𝐵、𝐶为

顶点的四边形为平行四边形，则所有符合条件的点𝐶的坐标为                 ． 

【答案】：（2，4）和（8，2） 

【解析】：①当 BO 为对角线时，如图 

第 7题图 

第 8题图 
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则，𝑥𝐴 + 𝑥𝐶 = 𝑥𝑂 + 𝑥𝐵，即：3 + 𝑥𝐶 = 0 + 5，∴𝑥𝐶 = 2； 

𝑦𝐴 + 𝑦𝐶 = 𝑦𝑂 + 𝑦𝐵，即：0 + 𝑦𝐶 = 1 + 3，∴𝑦𝐶 = 4； 

由图可知，𝐶1(2,4)； 

②当 AB 为对角线时，如图， 

则，𝑥𝑂 + 𝑥𝐶 = 𝑥𝐴 + 𝑥𝐵，即：0 + 𝑥𝐶 = 3 + 5，∴𝑥𝐶 = 8； 

𝑦𝑂 + 𝑦𝐶 = 𝑦𝐴 + 𝑦𝐵，即：1 + 𝑦𝐶 = 0 + 3，∴𝑦𝐶 = 2； 

由图可知，𝐶2(8,2)； 

故答案为（2，4）和（8，2）． 

 

 

10．如图，将边长为 4 的等边△ 𝐴𝐵𝐶沿射线𝐵𝐶平移得到△ 𝐷𝐸𝐹，

点𝑀，𝑁分别为𝐴𝐶，𝐷𝐹中点，点𝑃是线段𝑀𝑁的中点，连接𝑃𝐴，𝑃𝐶．当

△ 𝐴𝑃𝐶为直角三角形时，𝐵𝐸 =                 ． 

【答案】：4 或 8 

【解析】：①当∠𝐴𝑃𝐶 = 90°时． 

∵∠𝐴𝑃𝐶 = 90°，𝑀为𝐴𝐶中点． 

∴𝑃𝑀 = 𝐴𝑀 = 𝐶𝑀 =
1
2

𝐴𝐶 = 2． 

∵𝑃𝑀 = 2，点 P 是线段 MN 的中点． 

∴𝑀𝑁 = 2𝑃𝑀 = 4．即△ 𝐴𝐵𝐶向左平移 4． 

∴𝐵𝐸 = 4． 

②当∠𝐴𝐶𝑃 = 90°时． 

∵𝑀𝑁//𝐵𝐹 ，∴∠𝑃𝑀𝐶 = ∠𝐴𝐶𝐵 = 60°， 

∴∠𝑀𝑃𝐶 = 30°． 

∵M 为 AC 中点，𝐴𝐶 = 4，∴𝐶𝑀 = 2． 

∵在𝑅𝑡 △ 𝑀𝐶𝑃中，∠𝑀𝐶𝑃 = 90°， 

∠𝑀𝑃𝐶 = 30°，∴𝑀𝐶 =
1
2

𝑃𝑀． 

∴𝑃𝑀 = 2𝐶𝑀 = 4． 

∵点 P 是线段 MN 的中点． 

∴𝑀𝑁 = 8，即△ 𝐴𝐵𝐶向左平移 8． 

故答案为：4 或 8． 

 

11．定义一种对正整数𝑛的“𝐹运算”：①当𝑛为奇数时，结果为3𝑛 + 5；②当𝑛为偶数时，结果为
𝑛

2𝐾

（其中𝑘是使
𝑛

2𝐾
为奇数的最小正整数），并且运算重复进行．例如：取𝑛 = 26，则运算过程如图，那么当

𝑛 = 9时，第 2022 次“𝐹运算”的结果是            ． 

 

 

【答案】：1 

【解析】：由题意可知，当 n=9 时,历次运算的结果是： 

3 × 9 + 5 = 32，
32

2×16
= 1 (使得为奇数的最小正整数为 16)， 

1 × 3 + 5 = 8，
8

2×4
= 1，… 

故32 → 1 → 8 → 1 → 8 → ⋯，即从第四次开始 1 和 8 出现循环，偶数次为 1，奇数次为 8， 

∴当𝑛 = 9时，第 2022 次“𝐹运算”的结果是 1． 

 

12．如图，已知点𝐴（1，4），点𝐵（3，5），在 y 轴上取一点𝐶，连接𝐴𝐶，

将线段𝐴𝐶绕点𝐶顺时针旋转90°到𝐶𝐷，连接𝐴𝐷，𝐵𝐷，当𝐴𝐷 + 𝐵𝐷取最小值时，

点𝐶的坐标是            ． 

【答案】：（0，
27

7
） 

【解析】：如图，过点 A 作𝐴𝐸 ⊥ 𝑦轴于点 E，过点 D 作𝐷𝐹 ⊥ 𝑦轴于点 F，设 C

（0，m）， 

由题意 A（1，4），线段 CD 是由线段 CA 顺时针旋转 90°得到， 

则△ 𝐴𝐸𝐶 ≅△ 𝐶𝐹𝐷， 

∴𝐴𝐸 = 𝐶𝐹 = 1，𝐸𝐶 = 𝐹𝐷 = 4 − 𝑚， 

∴𝑂𝐹 = 𝑚 − 1， 

∴D（4 − 𝑚，𝑚 − 1）， 

设4﹣𝑚 = 𝑥，𝑚 − 1 = 𝑦，可得𝑦 = −𝑥 + 3， 

∴点 D 的运动轨迹是直线𝑦＝ − 𝑥 + 3， 

作点 A 关于直线𝑦 = −𝑥 + 3的对称点 M（﹣1，2）， 

连接 BM 交直线𝑦 = −𝑥 + 3于 D′，连接 AD′， 

此时 AD′+BD′的值最小，最小值为线段 BM 的长， 

∵B（3，5），M（﹣1，2）， 

∴BM＝√42 + 32 = 5，∴AD+BD 的最小值为 5．由此可知A′B 的直线解析式𝑦 =
3
4

𝑥 +
11
4

 

又因为点 D 最终的位置是直线𝑦 =
3

4
𝑥 +

11

4
与𝑦 = −𝑥 + 3 的交点，则 D (

1

7
，

20

7
)， 

又因为 D 点的坐标(4 − 𝑚, 𝑚 − 1),则 4 − 𝑚 =
1

7
， 

𝑚 =
27

7
， 

所以点 C(0,
27

7
) 

 

二、解答题（共 5 题，13-16 每小题 12 分，17 题 18 分，合计 66 分） 

13．小知识：关于𝑥的方程(𝑥 − 𝑚)(𝑥 − 𝑛) = 0（𝑚 ≠ 𝑛）有两个不相等实数根𝑥1 = 𝑚, 𝑥2 = 𝑛．例如，

方程(𝑥 − 4)(𝑥 + 2) = 0的根为𝑥1 = 4, 𝑥2 = −2． 

（1）解关于𝑥的方程𝑥 +
𝑎𝑏
𝑥

= 𝑎 + 𝑏，其中 a，b 是两个不相等的非零常数； 

第 10题图 

第 11题图 
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（2）应用（1）的结论解关于𝑥的方程2𝑥 +
𝑛2+𝑛−2

2𝑥+1
= 2𝑛，其中𝑛 ≥ 2． 

【解析】：（1）由𝑥 +
𝑎𝑏
𝑥

= 𝑎 + 𝑏得𝑥2 − (𝑎 + 𝑏)𝑥 + 𝑎𝑏 = 0， 

所以(𝑥 − 𝑎)(𝑥 − 𝑏) = 0，解得𝑥1 = 𝑎, 𝑥2 = 𝑏， 

经检验𝑥1 = 𝑎, 𝑥2 = 𝑏是原方程的根， 

所以方程𝑥 +
𝑎𝑏
𝑥

= 𝑎 + 𝑏的根为𝑥1 = 𝑎, 𝑥2 = 𝑏． 

（2）∵2𝑥 +
𝑛2+𝑛−2

2𝑥+1
= 2𝑛， 

∴2𝑥 + 1 +
𝑛2+𝑛−2

2𝑥+1
= 2𝑛 + 1， 

∴2𝑥 + 1 +
(𝑛+2)(𝑛−1)

2𝑥+1
= (𝑛 + 2) + (𝑛 − 1)，（*） 

由（1）知，方程𝑥 +
𝑎𝑏
𝑥

= 𝑎 + 𝑏的根为𝑥1 = 𝑎, 𝑥2 = 𝑏． 

所以由（*）有，2𝑥 + 1 = 𝑛 − 1或 2𝑥 + 1 = 𝑛 + 2， 

∴𝑥 =
𝑛−2

2
或 𝑥 =

𝑛+1
2

， 

检验：由于𝑛 ≥ 2，所以2𝑥 + 1不为零， 

所以𝑥1 =
𝑛−2

2
或 𝑥2 =

𝑛+1
2

是原方程的根． 

 

14．疫情期间，某企业每日需向疫情严重的地区捐赠 20 万只口罩．该企业原口罩日产量为 40 万只，

经政府出资两次加大设备投入后，日产量提升为 90 万只．每日用于销售的口罩当日全部售出，且每只口

罩的成本和销售单价始终不变．该企业原来每日亏损 4 万元，加大设备投入后，每日盈利 11 万元． 

（1）求两次口罩日产量的平均增长率； 

（2）求每只口罩的成本和单价； 

（3）该企业将每天生产的口罩达成 90 包（每包 1 万只），现从捐赠和自行销售的口罩中分别抽取若

干包（抽取包数为整数）以成本价支持本地防疫工作，企业规定口罩捐赠量高于自行销售量的
1

3
．若企业每

日仍盈利 4 万元，则从捐赠和自行销售的口罩中各抽取多少包？ 

【解析】：（1）设求两次口罩日产量的平均增长率为𝑥， 

由题意可列式得40(1 + 𝑥)2 = 90， 

解得𝑥1 =
1
2

= 50%，𝑥2 = −
5
2
（舍去）， 

∴两次口罩日产量的平均增长率为50%． 

（2）设每只口罩的成本为𝑚元，销售单价为𝑛元， 

由题意可列式得{
200000𝑛 − 400000𝑚 = −40000
700000𝑛 − 900000𝑚 = 110000

 ， 

 

解得{
𝑚 = 0.5
𝑛 = 0.8

， 

∴每只口罩的成本为 0.5 元，销售单价为 0.8 元． 

（3）设从捐赠口罩中抽取𝑚包，自行销售中抽取𝑛包， 

由题意可列式得20 − 𝑚 >
1
3

(90 − 20 − 𝑛)， 

解得：3𝑚 < 𝑛 − 10， 

0.8(90 − 20 − 𝑛) − 0.5(90 − 𝑚 − 𝑛) = 4， 

解得：𝑛 =
5𝑚 + 70

3
 

则：3𝑚 <
5𝑚 + 70

3
− 10 

   𝑚 < 10(𝑚, 𝑛都为整数) 

{
𝑚 = 1
𝑛 = 25

，，{
𝑚 = 4
𝑛 = 30

，{
𝑚 = 7
𝑛 = 35

 

 

15．如图 1 所示将一块等腰三角板𝐵𝑀𝑁放置与正方形𝐴𝐵𝐶𝐷的∠𝐵重合，连接𝐴𝑁、𝐶𝑀，E 是𝐴𝑁的中

点，连接𝐵𝐸． 

 

 

（1）观察猜想：𝐶𝑀与 𝐵𝐸 的数量关系是________，𝐶𝑀与𝐵𝐸的位置关系是___________； 

（2）探究证明：如图 2 所示，把三角板𝐵𝑀𝑁绕点 B 逆时针旋转𝛼(0° < 𝛼 < 90°)，其他条件不变，线

段𝐶𝑀与𝐵𝐸的关系是否仍然成立，并说明理由； 

（3）拓展延伸：若旋转角𝛼 = 45°，且∠𝑁𝐵𝐸 = 2∠𝐴𝐵𝐸，求
𝐵𝐶

𝐵𝑁
的值． 

【答案】（1）𝐶𝑀 = 2𝐵𝐸，𝐶𝑀 ⊥ 𝐵𝐸；（2）成立，理由见解析；（3）√6+√2

2
 

【解析】（1）设𝐴𝑁交𝐶𝑀于点𝐻， 

∵ △ 𝐵𝑀𝑁为等腰直角三角形， 

∴ 𝐵𝑀 = 𝐵𝑁， 

∵ 𝐴𝐵 = 𝐵𝐶，∠𝐴𝐵𝑁 = ∠𝐶𝐵𝑁 = 90°， 

∴ △ 𝐴𝐵𝑁 ≅△ 𝐶𝐵𝑀(𝑆𝐴𝑆) 

∴ 𝐴𝑁 = 𝐶𝑀，∠𝐵𝐴𝑁 = ∠𝐵𝐶𝑀， 

∵ 点𝐸是𝐴𝑁的中点，则𝐵𝐸 =
1
2

𝐴𝑁 =
1
2

𝐶𝑀，即𝐶𝑀 = 2𝐵𝐸， 

第 15题图 
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∴ ∠𝐸𝐵𝑁 = ∠𝐸𝑁𝐵， 

∴ ∠𝐻𝐵𝐶 + ∠𝐻𝐶𝐵 = ∠𝐴𝑁𝐵 + ∠𝐵𝑁𝐴 = 90°， 

即𝐶𝑀 ⊥ 𝐵𝐸， 

故答案为：𝐶𝑀 = 2𝐵𝐸，𝐶𝑀 ⊥ 𝐵𝐸； 

（2）𝐶𝑀 = 2𝐵𝐸，𝐶𝑀 ⊥ 𝐵𝐸，仍然成立． 

如图所示，延长𝐵𝐸至𝐹使𝐸𝐹 = 𝐵𝐸，连接𝐴𝐹， 

∵ 𝐴𝐸 = 𝐸𝑁，∠𝐴𝐸𝐹 = ∠𝑁𝐸𝐵， 

∴ △ 𝐴𝐸𝐹 ≅△ 𝑁𝐸𝐵(𝑆𝐴𝑆)， 

∴ 𝐴𝐹 = 𝐵𝑁，∠𝐹 = ∠𝐸𝐵𝑁， 

∴ 𝐴𝐹//𝐵𝑁，𝐴𝐹 = 𝐵𝑀， 

∴ ∠𝐹𝐴𝐵 + ∠𝐴𝐵𝑁 = 180°， 

而∠𝑀𝐵𝐶 + ∠𝐴𝐵𝑁 = ∠𝐴𝐵𝐶 + ∠𝐴𝐵𝑀 + ∠𝐴𝐵𝑁 = 90° + 90° = 180°， 

∴ ∠𝐹𝐴𝐵 = ∠𝑀𝐵𝐶， 

∵ 𝐴𝐵 = 𝐵𝐶，𝐵𝑀 = 𝐵𝑁 = 𝐴𝐹， 

∴ △ 𝐹𝐴𝐵 ≅△ 𝑀𝐵𝐶(𝑆𝐴𝑆)， 

∴ 𝐶𝑀 = 𝐵𝐹 = 2𝐵𝐸，∠𝐵𝐶𝑀 = ∠𝐴𝐵𝐹， 

∵ ∠𝐴𝐵𝐹 + ∠𝐹𝐵𝐶 = 90°， 

∴ ∠𝐵𝐶𝑀 + ∠𝐹𝐵𝐶 = 90°， 

∴ 𝐵𝐸 ⊥ 𝐶𝑀 

（3）由𝛼 = 45°得，∠𝑀𝐵𝐴 = ∠𝐴𝐵𝑁 = 45° 

∵∠𝑁𝐵𝐸 = 2∠𝐴𝐵𝐸，则∠𝐴𝐵𝐸 = 15°， 

由（2）知∠𝑀𝐶𝐵 = ∠𝐴𝐵𝐸 = 15°，∠𝑀𝐵𝐶 = 135°， 

∴∠𝐵𝑀𝐶 = 30°， 

过点𝐶作𝐶𝐺 ⊥ 𝑀𝐵于点𝐺，设𝐶𝐺 = 𝑚，则𝐵𝐶 = √2𝑚，𝑀𝐺 = √3𝑚， 

∴ 𝑀𝐵 = 𝐵𝑁 = √3𝑚 − 𝑚， 

∴
𝐵𝐶

𝐵𝑁
=

√2𝑚

√3𝑚−𝑚
=

√6+√2

2
． 

 

16．介绍一个“能被 13 整除的数的特征”的小知识：一个多位数𝑚（数位大于或等于 4）的末三位数

与末三位数以前的数字所组成的数之差记为𝐹(𝑚)，如果𝐹(𝑚)能被 13 整除，那么这个多位数就一定能被

13 整除，如果𝐹(𝑚)不能被 13 整除，那么这个多位数就不能被 13 整除． 

例如数字 160485，因为𝐹(160485) = 485 − 160 = 325，325 ÷ 13 = 25，所以𝐹(160485)能被 13 整

除，所以 160485 也能被 13 整除． 

（1）试用上述方法判断 16133 能否被 13 整除．  

（2）若𝑚，𝑛均为 13 的倍数，且𝑚 = 1020 + 101𝑎，𝑛 = 1000𝑏 + 𝑐 + 230，（0 ≤ 𝑎 ≤ 9，1 ≤ 𝑏 ≤ 9，

0 ≤ 𝑐 ≤ 9，且𝑎，𝑏，𝑐均为整数）．规定𝐾(𝑚, 𝑛) =
𝑎+𝑏

𝑐
，当

𝐹(𝑚)

13
+

𝐹(𝑛)

13
= 35时，求𝐾(𝑚, 𝑛)的最大值． 

【解析】：（1）𝐹(16133) = 133－16 = 117； 

∵117 ÷ 13 = 9，即𝐹(16133)能被 13 整除； 

∴16133 能被 13 整除． 

（2）∵𝑚 = 1020 + 101𝑎，𝑛 = 1000𝑏 + 𝑐 + 230，（0 ≤ 𝑎 ≤ 9，1 ≤ 𝑏 ≤ 9，0 ≤ 𝑐 ≤ 9，且𝑎，𝑏，

𝑐均为整数） 

∴𝑚 = 1𝑎2𝑎，𝑛 = 𝑏23𝑐， 

∴𝐹(𝑚) = 𝑎2𝑎 − 1，𝐹(𝑛) = 23𝑐 − 𝑏， 

∵𝑚为 13 的倍数，∴𝑎 = 2， 

∴𝐹(𝑚) = 221，∴
𝐹(𝑚)

13
=

221

13
= 17， 

∵
𝐹(𝑚)

13
+

𝐹(𝑛)

13
= 35，∴

𝐹(𝑛)

13
= 18． 

∴𝐹(𝑛) = 23𝑐 − 𝑏 = 18 × 13 = 234，即230 + 𝑐 − 𝑏 = 234， 

∴𝑐 − 𝑏 = 4． 

∵1 ≤ 𝑏 ≤ 9，0 ≤ 𝑐 ≤ 9，且𝑏，𝑐均为整数， 

∴{
𝑏 = 1
𝑐 = 5

，{
𝑏 = 2
𝑐 = 6

，{
𝑏 = 3
𝑐 = 7

，{
𝑏 = 4
𝑐 = 8

，{
𝑏 = 5
𝑐 = 9

； 

∴
𝑎+𝑏

𝑐
=

3

5
或

2

3
或

5

7
或

3

4
或

7

9
， 

∴𝐾(𝑚, 𝑛)的最大值为
7

9
． 

【备用】原理证明 

设这个数为1000𝑚 + 𝑛； 

因此这个数的末 3 位数为𝑛，末三位数以前的数为𝑚， 

 ∴𝐹（1000𝑚 + 𝑛） = |𝑚 − 𝑛|， 

若|𝑚 − 𝑛|能被 13 整除，则设|𝑚 − 𝑛| = 13𝑘， 

∴𝑚 = 13𝑘 + 𝑛或𝑛 = 13𝑘 + 𝑚， 

∴1000𝑚 + 𝑛 = 1000(13𝑘 + 𝑛) + 𝑛 = 13000𝑘 + 1001𝑛 = 13(1000𝑘 + 77𝑛)， 

或1000𝑚 + 𝑛 = 1000𝑚 + 13𝑘 + 𝑚 = 1001𝑚 + 13𝑘 = 13(77𝑚 + 𝑘)， 

∴一个多位数𝑚，𝐹(𝑚)如果能被 13 整除，则这个多位数就一定能被 13 整除． 

 

17．在平面直角坐标系中，𝑂为坐标原点，直线𝑦 = 𝑥 + 6交 x 轴的负半轴于点𝐴，交𝑦轴的正半轴于点

𝐵，点𝐶在𝑥轴的正半轴上，
𝐵𝑂

𝑂𝐶
= 3． 

 

 

（1）如图 1，求直线𝐵𝐶的解析式； 

（2）如图 2，点𝐷在第四象限的直线𝐵𝐶上，𝐷𝐸 ⊥ 𝐴𝐵于点𝐸，𝐷𝐸 = 𝐴𝐵，求点𝐷的坐标； 

第 17题图 
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（3）如图 3，在（2）的条件下，点𝐹在线段𝑂𝐴上，点𝐺在线段𝑂𝐵上，射线𝐹𝐺交直线𝐵𝐶于点𝐻，若

∠𝐹𝐺𝑂 = 2∠𝐴𝐸𝐹，𝐹𝐺 = 5，求点𝐻的坐标． 

【答案】（1）直线𝐵𝐶解析式为𝑦 = −3𝑥 + 6；（2）𝐷(3, −3)；（3）𝐻 (
4
5

,
18
5

)． 

【解析】（1）∵
𝑂𝐵

𝑂𝐶
= 3，𝑂𝐵 = 6 

∴𝑂𝐶 = 2，∴𝐶(2,0) 

设直线𝐵𝐶的解析式为𝑦 = 𝑘𝑥 + 6则2𝑘 + 6 = 0， 

∴𝑘 = −3， 

∴直线𝐵𝐶解析式为𝑦 = −3𝑥 + 6； 

(2)过点 D 作𝐷𝐾//𝑦轴交直线𝐴𝐵于点 K， 

∴∠𝐴𝐵𝑂 = ∠𝐾 = 45°， 

∵𝐴𝐵 = 𝐷𝐸 = 6√2， 

∴𝐷𝐾 = 12，设𝐷(𝑡, −3𝑡 + 6)，则𝐾(𝑡, 𝑡 + 6)， 

∴𝐷𝐾 = 𝑡 + 6 − (−3𝑡 + 6) = 12，∴𝑡 = 3， 

∴𝐷(3, −3)； 

 (3)过 E 作𝐸𝐿 ⊥ 𝐷𝐾于点 L， 

∵∠𝐾 = 45° 

∴𝐸𝐾 = 𝐷𝐸,𝐸𝐿 = 6， 

∴E 的横坐标为3 − 6 = −3, 

∴𝐸(−3,3)， 

连接𝑂𝐷．过 E 作𝐸𝑀 ⊥ 𝑥轴于点 M，则𝐴𝑀 = 𝑂𝑀 = 3 = 𝐸𝑀 = 3， 

∴𝐸𝑀 = 𝐴𝑀， 

∴∠𝐸𝑀𝑂 = ∠𝐸𝑂𝑀 = 45°， 

∴∠𝐴𝐸𝑂 = 90°， 

在𝑂𝐺上截取𝑂𝑁 = 𝐴𝐹，连接𝐸𝑁， 

∵∠𝐸𝐴𝐹 = ∠𝐸𝑂𝑁， 

∴△ 𝐸𝐴𝐹 ≌△ 𝐸𝑂𝑁， 

∴𝐸𝐹 = 𝐸𝑁，∠𝐴𝐸𝐹 = ∠𝑂𝐸𝑁， 

∴∠𝐹𝐸𝑁 = ∠𝐹𝐸𝑂 + ∠𝑂𝐸𝑁 = ∠𝐸𝐹𝑂 + ∠𝐴𝐸𝐹 = ∠𝐴𝐸𝑂 = 90°， 

∴∠𝐸𝐹𝑁 = 45°， 

∵∠𝐸𝐹𝑂 = ∠𝐴𝐸𝐹 + ∠𝐸𝐴𝑂 = ∠𝐸𝐹𝑁 + ∠𝑁𝐹𝑂， 

又∵∠𝐸𝐴𝑂 = ∠𝐸𝐹𝑁 = 45°， 

∴∠𝑁𝐹𝑂 = ∠𝐴𝐸𝐹， 

∴∠𝐹𝐺𝑂 = 2∠𝐴𝐸𝐹 = 2∠𝑁𝐹𝑂， 

设∠𝐴𝐸𝐹 = 𝑥°，则∠𝑁𝐹𝑂 = 𝑥°，∠𝐹𝑁𝑂 = 90° − 𝑥°，∠𝐹𝐺𝑂 = 2𝑥° 

在 y 轴负半轴上截取𝑂𝑃 = 𝑂𝑁，连接𝐹𝑃，则𝑂𝐹垂直平分𝑁𝑃， 

∴𝐹𝑁 = 𝐹𝑃， 

∴∠𝐹𝑃𝑂 = 90° − 𝑥° 

∴∠𝐺𝐹𝑃 = 180° − 2𝑥° − (90° − 𝑥°) = 90° − 𝑥° = ∠𝐺𝑃𝐹， 

∴𝐹𝐺 = 𝐺𝑃 = 5， 

设𝐴𝐹 = 𝑂𝑁 = 𝑂𝑃 = 𝑚．则𝑂𝐺 = 5 − 𝑚，𝑂𝐹 = 6 − 𝑚 

由勾股定理可得(5 − 𝑚)2 + (6 − 𝑚)2 = 52解得𝑚 = 2或𝑚 = 9 (舍) 

∴𝑂𝐺 = 3，𝑂𝐹 = 4，∴𝐹(−4，0), 𝐺(0，3)设直线𝐹𝐺的解析式为𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑐， 

∴{
𝑐 = 3
−4𝑎 + 𝑐 = 0

解得{
𝑐 = 3

𝑎 =
3
4

 

∴直线𝐹𝐺的解析式为𝑦 =
3
4

𝑥 + 3， 

∵H 是直线𝑦 =
3
4

𝑥 + 3与直线𝑦 = −3𝑥 + 6的交点， 

∴{
𝑦 = −3𝑥 + 6

𝑦 =
3
4

𝑥 + 3
解得{

𝑥 =
4
5

𝑦 =
18
5

， 

∴𝐻 (
4
5
，

18
5

)． 

 

 


